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Certains ous ensembles convexes du monoide commutatif N ~ poss~dent une d6com- 
position semi simple et stratifi6e dont on donne une construction. La famille de parties 
born4es du monoide libre, associ6e ~t ces sous ensembles, forme alors une famiUe de 
C-Langages born6s, dits arithm4tiques. On salt en construire des grammaires non 
ambigues. 
NOTATIONS 
On note F* le mono'/de iibre engendr6 par l'alphabet fini F, de m4me que le sous 
monoide engendr6 par F quand F est une partie d'un mono'ide M. Si a est 616merit de 
M, a* est le sous monoide engendr6 par la pattie {a}. 
Dans Mn, Ui est le n-uple dont toutes les coordonn6es sont nulles sauf la i-&me qui 
vaut 1. Pour tout couple d'entiers i et j tels que j = i + 1 (mod n), le sous monoide 
{U,,  Uj}* est appel6 Face de M~. Pour 4 morphisme de N ~ dans 77, l'ensemble 
{X ~ M~ ] 4(X) ~ z} off z ~ 77, est appel6 6-Convexe, son bord, l'ensemble 
est appel6 ff-Hyperplan. On note Hj l 'hyperplan form6 des n-uples X~ de j-6me 
coordonn6e nulle; si ~ est un morphisme de M~ dans 71, ~j d6signe la restriction de ~ 
H i ,  ~ d6signe l'extension de ~ ~ 77n, ~j la restriction de ~ aux n-uples de Z n de j-6me 
coordonn6e nulle. 15 pour I ~ j ~< n + 1 est l'injection de N~ dans l'hyperplan H~ 
de Mn+i d6finie par: 
x /  =x  i pour 1 ~<i<j ,  
L(x  I , x 2 ..... Xn) = (Xl ' , . . .  , Xj', .... X'n+X) O1~1 X~.' = 0,  
X i '  = Xi_ 1 pour j < i ~< n + 1. 
Pour x, y, ~ dans ~, on note x = y (mod ~) si ~ divise x - -  y, et x\y le quotient 
entier de x par y. 
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INTRODUCTION 
M ~tant un monoide commutatif, en suivant la terminologie introduite par [2], 
A C M est appel~ lin~aire simple s'il est le translat~ d'un sous monoide finiment et 
librement engendr~, i.e., de la forme a + B*, off a ~ M, et Best  une famille finie 
d'61~ments lin6airement ind~pendants de M. (B* est un monoide commutatif libre 
sur B). A C M est semi simple s'il est r6union finie disjointe de sous ensembles 
simples. 
Ginsburg [1] a introduit la notion de stratification pour un ensemble semi simple du 
monoide commutatif Nn: A semi simple dans N nest dit stratifi6 si tout sous monoide de 
la d6composition de A a la propri6t6: pour tout b ~ B, b i i-6me coordonn6e du n-uple b 
est nulle pour toutes les valeurs de i = 1,..., n saul deux au plus. 
I1 n'existe pas bet  b' dans B tels que b i#O,b j#O,b i ,  #O,br :fiO, et 
i < i' < j < j ' .  Un convexe de N n 6tant l'ensemble des solutions d'un syst6me fini 
d'in6quations ~i(X) >~ zi 05 pour tout i~i est un morphisme de N n dans 2~ et zi ~ 77, [2] 
ont montr6 que les convexes de ~n et leurs bords (solutions d'un systSme fini d'6qua- 
tions ~t(X) = zi) sont des sous ensembles emi simples de ~n. En se restreignant aux 
solutions d'une seule in6quation qu'on appelle 1-convexe (le bord est appel6 hyper- 
plan), on am61iore le r6sultat de Eilenberg et Schutzenberger n montrant que les 
1-convexes et leurs bords sont des sous ensembles emi simples et stratifi6s de ~1 n. 
Cette propri6t6 a la consequence suivante en th6orie des langages: Soit F alphabet 
de n lettres {a a , as ,..., an}, les langages born6s sur F sont les parties du monoide libre 
F* engendr6 par F, contenues dans un produit fini de sous monoMes monog6nes, 
ayant en outre la propri6t6 d'$tre des langages de Chomsky ou encore C-langages. 
Ginsburg [1] a montr6 qu'une partie L du produit al*a2* ... an* 6tait un C-langage 
non ambigu si et seulement si ~b-l(L) 6tait un sous ensemble semi simple et stratifi6 de 
N n. (~b est l'injection qui ~ x 1 ,..., xn associe a~a~ "" a~,). Comme on donne dans 
cet article les 616ments d'une construction par r6currence de la d$composition semi 
simple et stratifi6e d'un 1-convexe de ~l net  de son bord, il en r$sulte que la famille 
de parties de F* dites Arithm6tiques, associ6e aux 1-convexes et h leurs bords, est une 
famille de C-langages born6s non ambigus; en outre on sait en construire des gram- 
maires non ambigu6s en utilisant le proc6d6 d6crit par [1] de construction d'une 
grammaire non ambigu6 d'une partie born6e, tt partir de la d6composition semi simple 
et stratifi6e de son image inverse dans N n. 
D~finitions 
(1) Empilement: E ~tant un sous ensemble semi simple de N net  u un n-uple, 
l 'ensemble E -f- u* est appel~ empilement de E suivant u si pour tout sous mono'ide B* 
de la d~composition de E on a u* n B* = ~ (on dira: u n'est pas parall~le ~ E) 
(2) Rabattement: ~ 6tant un morphisme de N n dans ?7, et j un entier tel que 
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r  ,< 0; 6-1(0) est un hyperplan de 7] n, on appelle rabattement deHj dans 6-a(0), 
l'application O~. d6finie par: pour tout xJ dans Hr Oj(x 0 = I r + r 
Enonqons ans dSmonstration quelques imples 
Proprigtds d'Extension des sous Ensembles Semi Simples et Stratifigs 
I. Conservent lasemi simplicit6 et la stratification les op6rations suivantes: 
Pour tout j, 1 ~< j ~< n + 1, l'injection I~- de ~n dans l'hyperplan Hj (i) 
de ~+L 
(ii) 
(iii) 
(iv) 
Une homoth6tie, une translation, la composition des deux. 
L'empilement suivant un n-uple contenu dans une face de ~". 
La r6union disjointe. 
II. Soit 0 morphisme injectif de ~ dans 7/n, etF  un sous ensemble semi simple de 
Nn, alors O(F) est semisimple [2]. Si u dans [~ n'est pas parall61e AF, l'image par 0 de 
l'empilement F + u* est l'empilement O(F) + (O(u))*. Relativement ~ un r 
dans H~. off ~ son bord, on a la propri6t6 vidente: 
III. Tout r (resp. son bord) de l'hyperplan Hj de t~ nest  image dans 
l'injection Ij d'un r o Ij-Convexe (resp. son bord) de ~- i .  
Les lemmes qui suivent ont pour objet de donner une d6composition des r 
et de leurs bords dans M~ sur des r et leurs bords de N ~-1, de faeon 
permettre une construction par r6currence. On supposera dans toute la suite que les 
r et leurs bords sont semi simples [2]. 
LEMNE I. Soit Cun r de ~n, pour tout i tel que r > O, C est l'empile- 
merit suivant Us d'une rdunion finie disjointe de r de ~" et d'un r 
deH t . 
Preuve. Soit C = {X ~ ~]n ] ~(X) ~ z} pour un certain z ~ 77, i tel que ~(Ui) > O. 
Posons r = a i et consid6rons les deux parties comp16mentaires d  C: 
c~ = {x e c [ r < ~ + ~,}; c~ : {x e c I r ~> ~ + ~} 
Pour tout X dans C 1 sa i~me coordonn6e x i satisfait ~ la relation z -  oqxi <<. 
r i) < z + a~. Alors il existe y entier tel que 0 <-<. y <~ xi et 
z ~ r  ~) -}- oqy < ct i + z. 
On en d6duit pour X l'6criture X ~ + yUi + (xi -- y)Ui off X i + yUi appartient 
l'hyperplan E~ = {X 6 ~n [ r = z + k] avec 0 ~ k < c~i; par suite, X appartient 
l'ensemble Ek + Ui*. 
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Tout X dans C 2 s'6crit X ~ + ,~U i avec h entier positif et X ~ dans le ~b-Convexe de 
H~: S~ = {X ~ [r i) > /z  + cq}. Par suite X appartient ~t Si + U~*. 
R6ciproquement l'ensemble F + Ui*, off F est la r6union disjointe des E~ pour 
0 ~ k < ai et de Si,  est elairement eontenu dans C. Ui n'est pas parall~le ~S, puisque 
S~ est contenu dans H~; pour tout k, 0 ~< k < n~, consid6rons un sous monoide B* 
d'une d6composition de E~, alors on a B* ~ Ui* = ~ sinon 6 serait non constant 
sur une partie du r E~, ee qui est absurde. I1 en r6sulte que F + U** est 
un empilement, ce qui ach6ve la d6monstration. 
LEMNE II. Soit Hun  r de Mn, pour tout j td que 5b(Uj) < 0, H est 
rdunion finie disjointe de sous ensembles de~'~ qui sont, ~ une translation pros, rabattements 
dam l'hyperplan r de 71n d'un (~-Convexe d Hi.  
Preuve. Soit H = {X ~ M n [ r = U}, posons r = ~.. NotonsF1,Fz, .... F~ 
les classes de la partition de H par la congruence sur Mn: X = X' mod([ ~a [) ssi 
x i = x; mod(I ~. I) pour i va j. Soit X ~Fk, consid6rons len-uple Xko d6fini par: 
Pour tout i @ j, la i-+me coordonn6e de Xko est 6gale tt x~ mod I ~a I off x~ est la 
i-~me coordonn6e de X, laj-+me est nulle. X &ant dans H, on ales relations: 
(a) r 0 = Umodl~J l  
(b) r  - -  U ~> 0 
d'autre part X ~ = Xk0 + [ ~j [ 9 Y~ pour un certain Y~ dans N '~. En remplacant dans 
(a) et (b) on trouve: 
(c) r = Umodl~j [  
r ~ zk 
z~ = f \ l  ~ I - r ~ I. 
La j-~me coordonn6e de X vaut (~b(X 0 -- U)\I ~j I soit r -- Zk en raison des 
relations (a), (b) et (c); on a done l'6criture: 
X = Xko + [ ~j ]YJ + (~b(YO -- zk)U~ avec r ~ zk 
X est done, ~ la translation Xko -- z k Uj pr+s, l'image dans le rabattement Oj (pour tout 
Y~, O~(Y 0 = [ag ]Y~ + r d'un ~lgment du r de H~: 
R6eiproquement on a X~o -- z~U~ + O~(C~) CF~ ce qui aeh+ve la d6monstration. 
LEMNE III. Si q~ est un morphisme propre (pour tout i 6(Ui) ~ O, les r ne sont 
pas tous de mOme signe), il existe i et j entiers consdcutifs tels que: 
(1) r > O, ,~(Uj) < O. 
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(2) Le rabattement dans l'hyperplan ~--1(0) de 7] n d'un 4-Convexe de H a s'obtient 
comme mpilement suivant U contenu dam une face de Nn d' un sous ensemble F de H~; F est 
rdunion disjointe dont les dldments sont: 
D' une part de la forme a + AE, a ~ H a , A ~ ~, E un 6-Hyperplan de H a . 
D'autre part le rabattement dam ~-1(0) d'un (~-Convexe du sous hyperplan 
(a) 
(b) 
n. .  
Preuve. (1) Est 6vident. 
(2) Soit C un 4-Convexe de Hi, une simple adaptation du lemne I donne: 
C'est l'empilement suivant Ui d'une r6union time disjointe G de ~-Hyperplan de Hj 
et d'un ~-Convexe de Hia (Us n'est pas parall61e a G). Consid6rons l'effet du rabatte- 
ment 0j sur cette factorisation: 0~. est un morphisme injectif de H a dans Zn, d'apr6s la 
propri6t6 II d'extension, Oa(C ) est empilement suivant 0j(U~) de la r6union disjointe 
Oa(G ) des rabattements des composants de G (0a(Ui) n'est pas parall61e ~ Oa(G)). 
0~.(Ui) est contenue dans une face puisque i et j  sont cons6cutifs. 
Examinons les faeteurs de la r6union F = 0a(G): On a d'une part des faeteurs de la 
forme O~(E) o6 E est un q~-hyperplan de Ha: {X j I ((X j) = z}; dans ee cas Oj(E) = 
i q~(Ua)[E + zUa d'autre part le rabattement d'un 4-Convexe de Hij: La restriction de 
0~. ~ Hij est un rabattement de Hij dans ~-I(0) off ~s est ta restriction de ~ ~ Hi.  Les 
facteurs deF sont done de la forme annonc6e dans l'6nonc6 du lemne, ce qui ach6ve la 
d6monstration. 
LEMME IV. Si l'hyperplan 4-1(0) de ~n est stratifid, pour tout j tel que 4(UJ) < O, 
le rabattement darts ~-1(0) d' un 6-Convexe de Hj est lui aussi stratifid. La proposition est 
encore vraie pour $s et H ,  avec 4(Ui) > O. 
Preuve. Une r4ciproque du Lemne II peut s'4crire: 
Pour tout j  tel que $(Us) < 0, le rabattement d'un $-Convexe de H s est ?tune 
translation pros elasse de la partition de 4-1(0) par la congruence: 
X = X'(mod 1 4(wj)l) 
si et seulement si xi = x/(mod ] q~(Ua)l) pour tout i 4= j. 
II suffira alors de montrer que si 4-1(0) est stratifi6, il en est de m~me des classes de 
sa partition (propri6t6 I(ii) d'extension). Supposons donc 4-1(0) stratifi6; pour toute 
eomposante simple de 4-1(0) du type ai + (Bi)* o6 ai ~ ~ et B i est une famille 
libre et stratifi6e dans [~n, on d6signe par Bi Ileal 'ensemble des combinaisons lin6aires 
des 616ments de Bs dont les coefficients sont strietement inf4rieurs h l~al 
(] ~a ] ----- ] ~(Ua)t); naturellement Bi [l~/ est fini. On num6rote ses 616ments de 1 7t p 
et on pose c ik= as + Xk ofa Xk est le k-6me 616ment de B s il@ 9 
288 ~vTz~aca 
I1 est clair que a t + (B~)* = Ut<k<~ [cik q- ([ a~" [Bi)]. Soit Xos une classe de la 
partition de r off Xos est d6fini comme dans le Lemne II ;  on a 
[at q- (Bt)*] ~ Xo,~ = ~ [ctk q- (l ~ l Bt) *] 
c~kfXos(mod[~l) 
il en r~sulte que Xo~ est semi simple et stratifi6, en consid6rant que si B iest une famille 
stratifi6e, il en est de m~me de I ~ IBi 9 Par suite le rabattement d'un ~-Convexe de 
Hj est lui aussi semi simple et stratifi~, puisqu'il est 6gal ~t une classe Xos ~t une transla- 
tion pr~s. 
On est maintenant en mesure d'6noncer la 
PROPOSITION. Pour tout n entier, pour tout morphisme ~ de N '~ darts 7?, les r 
et leurs bords sont des sous ensembles semi similes et stratifides de N n qu' on salt construire. 
La preuve se fait par r6currence surn. 
Pour n ~ 2. Soit ~x = r ~2 = r on obtient ais~ment une d~composition 
semi simple des solutions de l'6quation diophantienne: cqx 1 + ~x~ = z ou de 
l'in6quation: ~1xl + c~2x 2 ~ z; comme dans N 2 tout sous ensemble semi simple est 
n6cessairement stratifi6; la proposition est vraie pour n = 2. 
Supposons la propri~td vraie pour n < p, d~montrons la pour n -~ p. Soit ~ un 
morphisme de N ~ dans 71, on consid6rera les trois eas suivants: 
(1) II existe i tel que r ~ 0; 
(2) r > 0 pour tout i (resp. ~(Ui) < 0 pour tout i); 
(3) Les r ne sont pas tous de m~me signe et sont non nuls. 
Dans le Cas 1. Un r (resp. son bord) est empilement suivant Ut d'un 
ff-Convexe de Hi (resp. son bord); en effet: 
(X I r ~> ~) = (Xt I r  >~ z) + Ut* 
iI en r~sulte par application des propri&~s d'extension I I I  et I(i), de l'hypoth~se de 
r~currence, qu'un tel ~-Convexe (resp. son bord) est semi simple et stratifi6. 
Cas 2. On ne restreint pas la g~n~ralit6 en supposant r > 0 pour tout i. 
Le r  (x i r = z} est fini ou vide (Eilenberg et Schutzenberger 1969), 
il existe un algorithme simple pour trouver toutes les solutions de l'6quation r = z. 
Appliquons le lemne I au r C = (XI(~(X) ~ z}. Pour un i quelconque, 
on a en posant 
0 et 
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ce qui est un empilement. Uiest clairement contenu dans une face; il suflit done que 
EI~ pour 0 ~ k < ~i et S i satisfassent ~tla propri&6. Les Ek sont des r 
ils sont finis ou vides, on sait les construire. Quant ~ S~, r de H~, c'est 
l'image par Ii injection de ~-1  dans H i d'un ~ o IcConvexe de N ~-1 qui satisfait 
l'hypothbse de r6currence; en raison de la propri&6 d'extension I(i), S~ est semi 
simple et stratifi6 et on sait le construire. En d6finitive C est semi simple et stratifi6 et on 
sait le construire. 
Cas 3. On se bornera ~ montrer que les r de ~ ~ satisfont ~ la propri&6, 
le Lemne I et un argument analogue ~ celui du cas 2) permettant d'&endre celle-ci 
aux r de N ~. 
Les Hypotheses du Lemne I l l  sont satisfaites, r est un morphisme propre. Soit 
donc ie t  j cons6cutifs tels que ~(Ui) > 0, r < 0; par le Lemme If, H = 
{X ~ ~J~ ] r ~ U} se d6compose n la r6union disjointe: 
H ---- 0 [ak -~- 0~(Ck)] avec C, = {Y~ [r ~> zk} et a k -~ Xko -- z ,  Ui 
l~k~m 
On salt calculer Xk0 et zk (cf. Lemme II); appliquons le Lemme II I  ~ O~(Ck) pour 
toutk en posant: ai ---- r % = r Ekz = {X j [ r = zk + l} avee 0 ~ l < ai, 
Cff = {X i,j [ r  i J) ~ zk + at}, V = O~(Ui) = [ o~ [Ui + oqU~ . U est eontenu dans 
une face de ~ puisque i e t j  sont cons~cutifs, on a 
O~(C~) = ( (3 [(z~ + l)U~ +[~[E~, ]U  O~(Ck')) + U*. 
\ ~.<l <: 0 a t / 
Le Lemne IV s'applique ~ ~(Cff). En effet ~(Ce') est rabattement d'un r 
de H~ dans le sous hyperplan ~-x(0) de 7/n; $~-1(0 ) est stratifi6 par application de la 
propri&6 d'extension I(i) et de l'hypoth6se de r6currence au r o Ii-hyperplan H '  de 
M ~-1 tel que Ii(H' ) = r I1 en r6sulte que O~(Cff) est semi simple et stratifi6 et 
qu'on salt le construire (cf. Lemne IV). L'hypoth~se de r&urrence s'applique aux 
r o I,-hyperplans de N ~-1" E~, z -~ {X ~ N "-~ I r ~ I~(X) = zk + l}. En appliquant I(i) 
et I(ii) ~ E~z on a que (ze + l)U~ + 1% [E'~ est semi simple et stratifi6 pour 0 ~ l < a~ 
et qu'on salt le construire; l'empilement suivant U de la r6union de tous ces sous 
ensembles est encore semi simple et stratifi6 (I(iii)). Done pour tout k, 6(C~) est semi 
simple et stratifi6 et on salt le construire. Par suite H a la m~me propri&6 ce qui 
ach6ve la d6monstration de la proposition. 
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